Grado en Biotecnologia
Ejercicios resueltos del examen de Analisis Matematico 191/18

1. a) Prueba, usando el teorema de Bolzano que la ecuacién

1
2x275en(%)7—:0

tiene al menos dos soluciones reales.

b) Prueba, usando el teorema de Rolle, que dicha ecuacidmede pener mas de dos soluciones reales.

Solucién.a) Definimos la funciorf : R — R por f(z) = 22% — sen (%) — % para todar € R. Es
una funcién continua y esta definida en un interyglor lo que podemos aplicar el teorema de Bolzano
que nos dice que dicha funcién debe anulatsaenos una veentre cada dos puntos en los que cambie
de signo. Comgf(-1) =3-1/2=5/2>0, f(0) = -1/2< 0y f(1) =2-1-1/2=1/2 > 0,
deducimos que en cada uno de los intervilos, 0y |0, 1] la funcién se anulal menos una vezHemos
probado asi que la ecuacion del enunciado t@maeenosdos soluciones.

b) Como consecuencia del teorema de Rolle, si la derivadaa@émcion se anula en exactamehte
puntos la funcién puede anulars@mo maximoenk + 1 puntos. Tenemos que:
2 2 2
T YW ™ T s 16 — 7
f’(a:):4a:f§cos<7), f”(a:):4+zsen<?)>4fz: 2
Como la derivada segundf!’, no se anula, la derivada primeyd, puede anularseomo maximouna
vez, y la funcién,f, puede anularseomo maximados veces.

>0

Por lo visto en a) y en b) concluimos gque la ecuacion del eladindiene=xactament&os soluciones
reales. ©

Comentarios.Hemos hecho en clase y en las relaciones de ejercicios alsmeadia docena de ejer-
cicios como este. Suponia que todos lo hariais bien. Me equé: Algunos afirman jsin calcular la
derivada segunda! que la derivada primera es estrictarnstente o que se anula en un Unico punto.
Pues eso es verdad pero la forma de probarlo es comprobaadbdgrivada segunda siempre es positi-
va. Dar por cierto lo que hay que probar sin ni siquiera irteptobarlo da muy mala impresion. Otros se

. . . . e T
equivocan al calcular las derivadas. Hay quien afirma querigatia tercerg’”’ (z) = g o8 (7) >0
para todar € R y se queda tan contento.

Se quiere construir un depdsito para gas de forma cilindeica
matado en sus extremos por dos semiesferas cuyo volumen s
igual al07 metros cubicos. El coste por metro cuadrado de la
semiesferas es doble al de la parte cilindrica. Calculaditas
mensiones del depdsito para que el coste sea minimo. Justific
que se trata de un minimo absoluto.

Solucién.Seah la altura del cilindro yr el radio que suponemos expresados en metros. Tenemos que

30 — 473

4
§7r7“3 +mr?h =10r = h = 32
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Seac el coste en euros por metro cuadrado del depdsito. El cdatetoeuros serdnrhc+ 4mr?(2c) =
2cm(rh + 4r?). Por tanto, la funcién que hay que hacer minima es

,43 .3 1
) —rh g dgt =20 e 30480 108

4
3r2 A 3r r 3

funcién gue esté definida &1+ pues debe ser > 0. Tenemos que

10 16 1613 — 30
F=—mrgr="35s"

. . 7 . . 3 z
Es inmediato comprobar que el Unico valordgue anula a la derivada eg = @ Ademas, tenemos
que:

O<r<ry = 16r3-30<16r—30=0 = f/(r)<0 = f [l en]o,ro] = f(r)> f(ro)

> = 16r*—-30>16r3 —30=0 = f'(r)>0 = f11 enfro,+oo[ = f(r)> f(ro)
Por tantof alcanza emy un minimo absoluto. @)

ComentariosHemos hecho en clase muchos ejercicios parecidos a este. dsraicio tipico de opti-
mizacion en el que los calculos que hay que hacer son muyllsené&iso creia yo pero me equivoqué
porque no valoré lo suficiente vuestra capacidad para cometaes basicos al despejar, al derivar una
funcién tan sencilla o al resolver una ecuacion. Esos essme absolutamente inadmisibles en estudian-
tes universitarios. Hay quien no sabe calcular el areadladerun cilindro jy se la invental. Muy pocos
comprueban que se trata de un minimo absoluto. La mayoriegan a afirmar lo que ya saben que
tiene que pasar pero, de hecho, no comprueban nada. Eso daatauynpresion, es pasarse de listillos:
como enrg tiene que haber un minimo absoluto porque el ejercicio adide, entonces la derivada a la
izquierda der( tiene que ser negativa y a la derechasgdiene que ser positivgHala, ya esta! Pues no,
es0 no cuela. Si te piden comprobar que es un minimo abs@untstque hacerlo de forma convincente,
no de cualquier manera. En estos ejercicios es fundamadtear dénde esté definida la funcién que se

optimiza. Algunos siguen sin saber la diferencia entre aremo relativo y uno absoluto. )

3. Calcula el &rea de la interseccién de los circulos ceosgrad(0,1) y (1,0) y de radio 1. Calcula, por
el método de los discos o arandelas y por el método de las tudedas capas, el volumen del sélido
engendrado al girar dicha region alrededor del eje de asscis

19—
y=+1—(z—1)3
y=1—+1—22
1
Solucion. Se trata de una region de tipo |, la curva que la limita pobaresf(xz) = /1 — (z — 1)2y

la curva que la limita por abajo g$x) = 1 — /1 — 2. El 4rea viene dada por:

1 1 1
[(f@) —gl)de =1+ [ V1= (@—12ds + [ VI—22ds :—1+£+£:g—1
0 0 0
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Sin mas que tener en cuenta que las integrales, en cadaeasseantan el area de la cuarta parte de un
circulo de radio 1.

Para calcular el volumen por el método de los discos o arasttejue hacemos es girar segmentos
perpendiculares al eje de giro. Teniendo en cuenta queieleaterior de giro eg(z) y el radio interior
de giro ey (x), el volumen viene dado por

1 1 1
V:Wf(f(m)Q—g(x)Q)dm :ﬂf2(x—1)dm +27Tj 1—22de = —77—1—%2
0 0 0

Para calcular el volumen por el método de las laminas o tubqgsié hacemos es girar segmentos pa-
ralelos al eje de giro. Para calcular la longitud de talesnsegos expresamas en funcion dey en

las ecuacioneg = /1—(z—1)2 e y = 1 —+1—22yobtenemosque = 1 — /1—y2 vy

x =+/1— (y — 1)2. Elradio de giro de cada segmento es el valor de la ordenamta tanto el volumen
viene dado por

1

Vo= 2n [y(VT- (=12~ (1-V1-¢?))dy =

0

1 1 1
= 27rfy\/17(y71)2dy 727rfydy +27rfy\/17y2dy =
0

0 0
1

= QwI(y—l)\/l—(y—l)Qdy +27rfy\/1—y2dy +27rf\/1—(y—1)2dy -7 =
0 0 0

1 2
= 2 [(y-D)VI= (- DPdy +2r [yV/T—Pdy + - —7 =
0

0

1 _ 1 71'2 71'2
+ 27 {?(1342)3/2] + = -—-nT=—-7

— 2| - -1 0

3 0
Comentarios. Hemos hecho ejercicios muy parecidos en clase. De hechcayaria de los calculos
con integrales que hemos realizado estan relacionadosrooitos. Es licito reconocer que una integral
representa un area conocida, como yo he hecho al resoljer@t® para evitar calculos innecesarios,
pero si no caes en ello tampoco pasa nada porque las prigmisahay que calcular son bien conocidas
ya que han aparecido en muchas ocasiones. Me refiero, ctaradas primitivas

f\/lf:ch:r, fy\/lf(yfl)Qdy

La primera debes saber calcularla, y la segunda hacigndd = ¢ se reduce a la primera y a otra
inmediata.

El error més generalizado en este ejercicio ha sido al expyes funcion dec. Toda circunferencia
tiene dos mitades: la superior y la inferior y es importaatees cual de ellas queremos representar. En
nuestro caso, esta claro que debemos representar la garteride la circunferencia® + (y — 1)2 = 1
y la superior de ldz — 1)? + y? = 1, lo que lleva a las funciones antes consideradas. Muchd&ishab
tomadoy = 1 + v/1 — 22 lo que es incorrecto jesta claro que tiene quésery < 1! También habéis
tomador = 1+ /1 — y2 lo que es incorrecto jesta claro que tiene quedsgrxz < 1! Otro error es

usar la formula
1

7 [(f(2) = g(2))* da

para calcular el volumen por el método de los discos. Eso awriecto ¢habra que recordar que
(f(z) — g(2))? # f(x)? — g(z)??. Bastantes de vosotros obtienen valores negativos parealo
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el volumen y se quedan tan contentos o, lo que es peor, hagapdry los cambian porque si. Muy
pocos habéis hecho bien este sencillo ejercicio.

4. La ecuacion

1322 — 10zy + 1352 — 72 =0

representa una elipse centrada en el origen que se ha sometid
a un giro. Calcula las longitudes de los ejes de dicha elipse.

Solucion. La distancia de un puntg, y) al origen es\/x2 + y? (jalgunos no lo saben!). Por tanto, se
trata de calcular los puntos de la elipse que dan maxima ymmidistancia al origen. Es un ejercicio
tipico de extremos condicionados: calcular los extremaslatos de/z2 + y2? cuando las variables
x ey verifican quel3z? — 10xy + 13y% — 72 = 0. Podemos prescindir de la raiz cuadrada para ma-
yor comodidad en los célculos. Se trata, pues, de calcuaextremos absolutos del campo escalar
f(x,y) = 2%+ y? con larestriccion dada paBz? — 10xy + 13y? — 72 = 0. Observa que como la curva
1322 — 102y + 13y% — 72 = 0 es un conjunto cerrado y acotado, es decir, es un conjuntpacto
el teorema de Weierstrass asegura que existen dichos esti@msolutos, y sabemos que los mismos
deben ser puntos criticos de la funcién de Lagrange. Caésualas los puntos criticos de la funcién de
Lagrange:

F(z,y,\) = 2% + 3% + M(132® — 102y + 13y* — 72)

Tenemos que

F
z—x(x,y, A) = 2xz+ A(26z—10y) =0
F
g—y(x,y, A) = 2y+ A(26y—10z) =0
F
%(Jc,y, A = 1322 —10xy + 139> - 72 =0

Este sistema puede resolverse de muchas formas. Poderpefade®n las dos primeras ecuaciones:

z Y

A= = — 213y —52) =y(13z —5y) = 2’ =y’ —= y =+
3z —5y 13y 5z z(13y —5z) = y(13z = by) = 2" =y y =+

Siy = z, sustituyendo en la tercera ecuacion obtenehies = 72 de donder = +3/+/2.
Siy = —z, sustituyendo en la tercera ecuacion obtenesfiod = 72 de donder = ++/2.

Hemos obtenido asi las solucioneé3/v/2,3/v/2) y +(v/2, —v/2) que deben ser los puntos donde
se alcanzan las distancias maxima y minima al centro depiseelienemos asi que las longitudes de los

ejes sor\/ f(3/v2,3/V2) = 2V/9 =6y 2/ f(V2,—V2) = 2V4 = 4. ©

Comentarios.Muchos ni siquiera habéis entendido el ejercicio. En clasgels un ejercicio, mas com-
plicado, en el que calculamos la distancia minima entre ed 1y una elipse. Llama la atencién que
muchos no sepais calcular la distancia entre dos puntodatel.p

El sistema puede resolverse de muchas formas. Por ejempdstamos las dos primeras ecuaciones
resulta(z — y)(1 + 18)) = 0. Por tantoy = z, lo que lleva a las soluciones = = = +3/v/2, 0
A = —1/18 que, sustituido en la primera ecuacion, lleva & —z lo que proporciona la soluciones
r=—y=+V2.
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Otra forma. Multiplicamos la primera ecuacion pofa segunda par y despejamo8zy/\ en ambas
ecuaciones para obtener que:
2zy

- = 10y — 26zy = 1022 — 262y

lo que implica quer? = 3?2 y volvemos a obtener facilmente las soluciones.

Observacion para nota: no hay soluciones ¢os 0, pues en tal caso la tercera ecuacion implica
quey # 0, y para que se cumpla la primera ecuacion debe\ser 0, en cuyo caso no se cumple la
segunda ecuacion. Tampoco puede haber soluciongs€dh Deducimos que debe sz — 10y # 0
y 26y — 10z # 0y X # 0.

Llama la atencién que aunges evidentgue hay cuatro soluciones algunos calculan solamente dos

y se quedan tan contentos. ¢ No esta claro en que el enuneipiltes las longitudes des ejes de la
elipse? Y una elipse tierdosejes.

jAlgunos creen que la funcién que hay que optimizar es la gpeesenta a la elipse! Otros usan
la matriz hesiana. Muchos olvidais calcular el &rea. E®tecigjio es un regalito. Pocos, muy pocos, lo
habéis hecho bien.

5. Calcula la integral doble

1

1= A{L eE T2ty Y

Donde
A(R) = {(z,y)eR?: [y| <z, 1 <2® +y* < R?}

Calcula lim I(R).

R—+o0
Solucion.La regionA(R) es facil de representar. La condiciv< 22 +y? < R? la cumplen los puntos
(z,y) del plano cuya distancia al origen es mayor o igual que 1 y mengual queR. La condicién
ly| < z nos dice quer > 0y, para cada valor de se tiene que-z < y < z, es decir, la condicion
ly| < x es laregion del semiplano de la derechax 0) que queda comprendida entre las regtas «
ey = —ux.

Expresando la integral en coordenadas polares, tenemos:

R

I(R):jI j( p ~dp | dv = (

i

1 1
————d¥ | —<d
202 cos? 9 + p?sen? 9)(1 + p?) 2 cos? ¥ + sen? 9 ljp(lerQ) P

A
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Se trata de calcular estas dos integrales. La primera esitaggal trigonométrica par que se racionaliza
y calcula muy facilmente con el camhigd = ¢:

1

. . t=1tgY, dI :71+t2 dt

| ! - L 9= | cotie ! - dt =
) 2cos? VY + sen? ¥ |14 cos?d o COStzl—f—ﬁ - 12+t2 o
-i -% 7 -

ﬁ:zatzl,ﬁ:ffatzfl
4 4
= V2arctg(1/V?2)
La segunda es una integral racional que se calcula de la fosoa:

1 A Bp+C
p(L+p2)  p  1+p?

con lo que facilmente se obtiene

SA::l’B:_l,C:O

Por tanto

! R 1 { —Larc —)1n
I(R)Z\/iarctg(%) <ln (\/ﬁ>+§ln2) :RETOOI(R)_ 7 tg(\/_ )In2

®)

Comentarios.Muy pocos habéis hecho este sencilla integral doble muyijaira otras que hemos hecho
en clase. Muchos ni siquiera representan correctamentmglnto A(R). Tampoco es imprescindible
porque, como debes saber

1 p
A{L Tt a2+ (V) Bﬂ G T s 0)(1 + 77) ")
donde
B(R) = {(p,9)eR"X]—m,7]: (pcosﬁ psend) € A(R)} =
{(p,9)eR x| —m 7] : 1 < p R2,|sen19|<cos }:
{(p,ﬁ)éR*‘x]—w,w] 1<p<R,—- tgd <1, ¢ 20}
= {(p,9)eR x| —m,7]: 1< p<R,— /4 19§7r/4}:[1,R]><[ /4, 7/4]

Por tanto

iR
p p
d(p,d
B{l) (2p? cos? ¥ + p?sen? 9)(1 + p?) (p,0) = f lj (2p?% cos? ¥ + p?sen? 9)(1 + p?)

R
4

dp | dv
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